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Funksiyanin téromasi anlayisi nainki riyaziyyatin, o cimladon fizikanin, kimyanin, iqtisa-
diyyatin vo bir ¢ox basqa elmlorin praktik hesablamalarinda tatbiq edilir. Bundan slavs,
riyaziyyatin elo masalalori vardir ki, toromonin koémayi ilo an somarali vo optimal sokilds hall
edilir. Elo xiisusi tip misallar da vardir ki, anonavi metodlar deyil, mohz téromonin totbiqi ilo
halli daha maraq kasb edir. Mogaloads bu tip xiisusi misallarin halli aragdirilacaqdir.

XX osrin sonlarinda riyazi analiz elementlarinin moktab programina daxil edilmosi qarsida
duran taloblorin 6donilmasina genis imkanlar yaratdi. Riyazi analizin elementlarinin moktob
kursunda tadrisi ilo bagl yazilan dorsliklorlo yanasi bir sira metodik vasaitlor, gostorislor ¢ap
olunmusgdur. Bu sahado akad.A.N. Kolmogorov, akad.C.M. Nukoliski va basqalar1 farglonir-
dilor.

Riyazi analizin elementlori igarsinds “Téroma” anlayisinin orta moktob sagirdlorine oyro-
dilmasi xiisusi shomiyyat kasb edir. Téromo anlayisinin 6yradilmasi prosesinds sagirdlor bir
sira ¢atinliklorlo rastlagirlar. Bu gatinliklor asason téromanin tatbigi mosalalorindas rast galinir.
Ciinki totbiq mosalalorino dair materiallar orta moktabin cabr va analizin baslangici darsliyindo
¢ox az yer verilmisdir. Bu ndqteyi-nozardon mogalods téromanin totbiqgi ilo bazi masalalorin
halli Gisullarini niimunolor asasinda verak:

|. Toramoanin komayiyla bazi barabarsizliklarin isbat:
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Odadi barabarsizliklorin isbat ii¢iin bir ¢ox moashur adli barabarsisliklor vardir: Kosi-
Bunyakovski, Cebisev, Qelder va sair. Ancag elo funksional ifadslor olur ki, onlarin miiqayisasi
ticiin geyd olunan borabarsizliklor natica vermir, bu zaman an iimumi olan funksiyanin téroma
vasitosi ilo arasdirilmasi metoduna miiraciot etmali olursan. Belsliklo, borabarsizliklorin isba-
tinda téromani tatbiq etmok tiglin miixtalif tisullar vardir. Homin tisullardan biri téromani tatbiq
etmokls funksiyanin artan vo azalan olmasi xassasindan istifads etmokdir. Bunu bir ne¢o misal
tizorindo gostarak.

Misal 1. Boraborsizliyi isbat edin: In(x + 1) > x%,x >0
Hoallin arasdirilmasi: Gortindiiyti kimi bu misalda logarifmik vo Kasr-rasional funksiyalarin
0z tayin oblastlarinda miiqayisasi istonilir. Demali verilmis funksiyalarin xtisusiyyatlorini vo

toromo funksiyani arasdirmaq lazimdir;
]0; +oo[ intervalinda verilmis funksiyan1 sadolosdirok. Verilmis borabarsizliya
xZ

(x+1)(x+2)2 >0
alariq. Demali, f funksiyasi verilmis intervalda artandir. Funksiya kasilmayan oldugu ii¢iin belo
cixir ki, ]0; +oo[ araligmin x=0 noqtasinds funksiya an kigik giymot alir va f(0)=0. Odur ki,
x>0 oldugda f(x) = f(0) vo ya f(x) =0 olur. Buradan In(x+1)> %,x >0
borabarsizliyinin dogrulugu alinir.

Misal 2. Borabarsizliyi isbat edin: vI+x <1+ g,x > -1

Hoallin aragdirilmasi: Bu misalda iso 2-ci dorocadon kokalti funksiya ilo kasr-rasional
funksiyalarin 6z toyin oblastlarnda miiqayiso edilmasi lazimdir. Aragdirmani aparmaq ti¢iin
forqli yanagma edok :

fxX)=In(x+1) - % funksiyas1 kimi baxib téroma alag. Onda, f'(x) =

1
fX)=1+x)2-1 —g gotiirok. Ogor gotirdiiytimiiz funksiyadan téromoa alsaq. Yani,

1

1
fro = %(1 +x)I o= %(\/% — 1) olar. Buradan, x > 0 oldugda f’(x) < 0 olur. Digor

torofdon x > 0 giymatlorinds f funksiyasi—1 < x < 0 giymatlorindof’(x) > 0 oldugu igiin f
funksiyas1 artandir. F(0)=0 oldugu ii¢lin aliriq ki,x = —1 qiymatlorindaf(x) < f(0) vo
yaf (x) < 0 olur va bununla da v +x < 1 + 2, x = —1 borabarsizliyi hall olunur.

Misal 3.e*>1+x + xz—z,x > 0 olduqda barabarsizliyi hall edin.

Hoallin aragdirilmasi: maraqli niimuno olaraq, eksponensial vo kvadratik funksiyalarin
miiqayisasi verilmisdir:

fx)=e*—1—x— xZ—Z gotiirok. Gotliriilmiis funksiyanin téromosini tapag.

Onda f'(x) = e* — 1 — x alaniq. Ogor g(x) = e* — 1 — x qgobul edib yenidon téroma
alsag: g'(x) = e* — 1 olar. Aldigimiz téromo ]0; +oo[ intervalinda e* — 1 > 0 oldugundan
g(x) funksiyasi artandir vo g(x) > g(0) = 0 olar. Ogor avazlomods nozors alsaq onda
f'(x) = g(x) > 0 boraborsizliyini alariq ki, bu da f(x) funksiyasinin ]0; +oo[ intervalinda
artan oldugunu gostarir vo f(x) > f(0) = 0 olur. buradandae* > 1 + x + xZ—Z,x > 0 borabor-
sizliyinin dogrulugu alinir.

1. Miirakkab va transendent adadlarin miiqayisasinda toramanin tatbiqi.
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Yuxarida adlart geyd olunan maghur baraborsizliklor heg¢ doa universal deyildir, masalan,
miirokkab va ya transendet adodlorin miiqyisasi bu baximdan daha maraqlidr. Elo odadi bora-
barsizliklor var ki, bunlarin isbati ii¢lin miioyyan funksiyanin téromasindan istifads etmok la-
zimdir. Misal niimunasinds fikrimizi izah edok.

Misal 4. Asagidaki adadlordon hansi boyiikdiir:

a) 10713 yoxsa 113%7; b) 197429 yoxsa 2001%%74; ¢) 100'% yoxsa 1011 : d) e™ yoxsa m®;
e) (v2)¥3 yoxsa (v/3)V2

Hoallin arasdirilmasi: Ovvslco daha timumi sokildo verilon adadlorin miigayisasine baxag.
Ogar 0 < x <y olarsa, hans1 sortlor 6donildikdo x¥ < y* vo yaxY > y* borabarsizliyi
Odonilir? Aydindir ki, barabarsizliyi ylnx < xlny voya i Inx < ilny borabarsizliyi ilo eyni-
giicliidiir.

Odur ki, f(x) = %lnx = f'(x) = = olur. Buradan 0 < x < eolarsa, 1 — Inx > 0 olar

Vo x > e olarsa, 1— Inx < 0 olar ki, f(x) funksiyasi ]0; e[ intervalinda artan, [b; +oo[
intervalinda isa azalandir.

Belaliklo, 0 < x < y < e sartlori 6donildikda ~ Inx < ilny olar. Buradan iso alimir ki,

1-Inx

xY < y*-dir. Digor torofdon 0 < x < y sorti 6dondikdos isa %lnx > ilny Vo ya x¥ > y*
boraborsizliyi dogrudur. Bu boraborsizliklords alinir ki, a) 107'¥>113%, b)
19742%01>20012974; ¢) 1001001011 ; d) e™ > m®;  e) (V2)¥3 > (V3)V2.

1. Periodik funksiyalarn torama vasitasiyla tadqiqi:

Orta moktab riyaziyyat kursunda hom sagirdlor, hom do miiallimlor {i¢iin maraql va bir ¢cox
hallarda iss ¢atinlik doracasiylo forglonon bolmolordon biri do funksiyanin dovriliyi, on kigik
dovriin tapilmasidir. Bu tip mosoalalorin halli Giclin orta moktob riyaziyyatinda miioyyon godor
nozari vo praktik bilgilor olsa da, imumi halda verilon funksiyalar {igiin kifayat godor ciddi
catinliklor vardi. Ona gora da toromanin totbigine miiraciot etmoak zarurati yaranir.

Malumdur ki, periodik funksiyanin sonlu téromasi varsa, onda onun téromo funksiyasi ho-
min dévradan periodik funksiya olur. Bu xassaya asasan, toromani tatbiq etmakls verilon funk-
siyanin periodik olmasini tayin etmak olur. Misal niimunasinds fikrimizi izah edok.

Misal 5. f(x) = x? funksiyasimin periodik olmadigm gostorin.

Hoallin arasdirilmasi: Bu misalda verilmis funksiyanin analitik sokli sado olmasina baxma-
yaraq, xiisusi bir metod molum deyil. Ancaq tdromonin kdmoyi ilo funksiyanin periodikliyi
sortinin 6dandiyini, va yaxud da pozuldugunu miiayyan eds bilirik:

Verilmis funksiyanin téromasini tapsaq f'(x) = 2x alariq. Téroms funksiyasi biitiin odad
oxunda artan oldugu {i¢iin periodik deyil. Demali, verilmis funksiya periodik deyil.

Misal 2. f(x) = x% + sinx funksiyasinin periodik olmadigmi gostarin.

Hoallin arasdirilmasi: Tutaq ki, verilon funksiya periodikdir vo T adadi onun periodudur.
Onda T odadi verilmis funksiyanin ikinci tortib téromasinds periodu olmalidir. Funksiyanin
ikinci tortib toromosi f' (x) = 2 — sinx -dir. Digor torafdon f{x)+£"(x)-2=x? baraborliyinin sol
torofi do T periodlu funksiya olmalidir. Lakin yuxarida gostordik Ki, x? periodik deyil. Alman
ziddiyyat funksiyanin periodik olmadigini gostorir.

V. 9Odadi ardicilliglarin an béyiik haddinin tapilmasinda téramanin tatbiqi:

109



Baki Qizlar Universiteti Elmi asarlor Cild 25 Ned 2025(64)

Odadi ardicilliglarin  imumi haddinin, on bdyiik haddinin, hansisa ndmrali hoddin
tapilmasimnin bir ¢ox metodlar1t malumdur. Ancaq els adadi ardicilliglar verils bilir ki, imumi
metodlar masalonin hallinds yarali olmur. Bu problemin ds hallinds ardicilligi sorti olaraq,
uygun funksiya kimi qobul edib, téromani totbiq edarok, homin funksiyan arasdiraraq, axtarilan
suala cavab tapmagq olar.

ogor{a,} ardicilliginin on boyiik haddi varsa, bu hodd u = max a,, soklindo isars olunur.
Homin haddin indeksine markoazi indeks deyilir vay ils isars olunur.

Ogor ardicilligin p—ys barabar olan bir ne¢o hoddi olarsa, onda y onlarin indekslori igari-
sinda an boyliyl gotiriilir.

2
Misal 6. {#200} ,n € Z olduqda, ardicilliginin on bdytik haddini tapin.
Hollin amgdtrtlmasz: Ardicilligin imumi hoddi a, = 3n—200 oldugunu nozors ala-
raq f(x) = funksiyasini gotiirtib [1, +oo[araliginda arasdiraq: f(x) = —x)toramesi

x3+200 (x3+200)2
0 < x < /400 araliginda miisbot,3/400 < x < +oo0 arahiginda iso menfi oldugu @igiin birinci
araliqda artan, ikinci araliqda azalandir. Bunu nozors alsag, barabarsizliyinden 7 < /400 < 8

cixir ki, verilon ardicilligin on boyiik haddi, a7 yaxud ag olmahidir. a; = % Voag = 8% oldugu

ticiin ardicilligin an boyiik haddi a; = % olur.

V1. Malum iistlii — logarifmik va tars - triqgonometrik eyniliklarin isbatinda téramanin
tatbiqi.

Orta moktab riyaziyyat kursunda qiivvada olan darsliklor, dors saatlar, tadris programlar bir
¢ox hallarda proqrama daxil olan analitik diisturlarn isbatin sagirdlora dyrotmok-todris etmok
miimkiin olmur ki, bu da tobii ki, yolverilmazdir vo 6ziiniin monfi tasirlorini sonralar talobo
olduqda yaranr. Cixis yolu olaraq, toromodon istifado edok:

Funksiyanin sabitlik olamatino géro miioyyon bir araligda F'(x)=0 olarsa, onda homin ara-
ligda F(x)=C (C-sabitdir). Basqa sokilds [a, b] pargasinda f'(x)=g’(x) olarsa, onda bu funksi-
yalar sabitlo farglonir, yani f(x)=g(x)+C. Bu alamata asasan bir sira eyniliklori isbat etmak olar.

Misal 7. x > 0 vo x > 0 olduqda, log,xy = loq,x + loq,y oldugunu isbat edin.

Hoallin arasdirdmasi-isbati: f(x) = loq,bx va g(x) = loqax funksiyalarlndan toromo

alag vo 10, +oo[ intervalinda arasdiraq. f'(x) = ; n vog'(x)==-— torgmalerlm alariq.

Goriindiiyti kimi, alinan téromalor borabardir. Bu barabarlikdan Sabltlar farglonacak, yoni
log,bx = loq,x + C . Buradan C-ni tapag. x=1 goétiirsok, loqg,b -1 =loq,1+ C,C =
loq,b olur. C-nin giymatini yerins yazsaq, alariq:

log,bx = loq,x + loq,b. Burada b=y yazsaq, eyniliyin dogrulugunu isbat etmis olurugq.

Misal 8. arctgx + arcctgx = eyniliyini isbat edin.

Isbati. Ogor soI torofi F(X) ilo isaro edib téromo alsaq: F(x) = arctgx + arcctgx olar.
Onda, F’(X) = m o2

Torama sifra barabor oldugu igiin funksiyanin sabitlik slamotino gora funksiya sabito
barabardir: F(x) = C, (C-sabitdir).

Buradan C-ni tapmagq tigiin barabarlikds x=1 gétiirak. Onda alariq:
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= 0 alarq.



Baki Qizlar Universiteti Elmi asarlor Cild 25 Ned 2025(64)

tgl+arcctgl =C> o+ —coc=2
arc g arcc g = 4 4 = = >

C-nin giymatini yerins yazsaq, arctgx + arcctgx = g eyniliyi alinar ki, bunu da isbat
etmak talob olunurdu.

Problemin aktualhgi. Funksiyanin téromasinin tadgiginin naticalorindon praktikada genis
istifado olunur. Magalods miixtalif masalalorin hallinds baxilan tisullardan istifads edilir. Bu
ISo sagirdloarin tofokkiiriiniin inkisaf etdirilmasinds xiisusi aktualliq kasb edir. Tatbiq edilon me-
todiki yanagsmalar hamginin 6yradanlor tigiin do maraqli olacaq. Téramanin magalads geyd edi-
lon tatbiglari ham orta moktab riyaziyyat kursunda, ham dos ali moktoblords aktualligi baximdan
somoarali sayla bilor.

Problemin elmi yeniliyi. Maqalodo funksiyanin téromasi anlayisinin mitkommal totbiqi
oyradilir. Homginin riyazi diisturlara daha yaradici yanasma yollarini gdstorir. Umumi hallarda
miixtolif suallara praktik cavab hazirliginin olmasi arasdirilir. Riyaziyyatin on miixtalif bolmo-
lari {izra masalalorin halli aragdirilir.

Problemin praktik shamiyyati va tadbiqi. Baxilan isbat iisullarindan istifads etmoklo riya-
ziyyatin todrisinds daim aktual olan va dyradanlor va dyronanlor {igiin stimullagdirici, metodiki
xuisusiyyatlorin formalagdirilmasi baximindan shomiyyatlidir.
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F.F.9liyev, Z.N.Rohimova, D.M.Qasimzad?

Bazi geyri-standart masalalarin hallina téramanin tatbiqi
Xiilaso

Moqaloado riyazi analizin elementlarindon biri olan téroma anlayisinin komayi ilo miixtalif
geyri-standart masalalarin hoallinin maraql: sarhlori verilmisdir. Téroma anlayist bir ¢ox elm
sahalorina tatbiq olundugu tigiin onun tathiq sahalori genisdir. Mogalods téramonin tatbiqi ilo
borabarsizliklorin, tistlii-logarifmik vo tors-triqgonometrik funksiyalarin aragdirilmasi 6z oksini
tapmsdir.

111



Baki Qizlar Universiteti Elmi asarlor Cild 25 Ned 2025(64)

®.D.Anues, 3.H.Paxumona, /I. M.I'acbimM3aje

I[IpumMeHeHMe NPOU3BOAHON K PelIEHUI0 HEKOTOPbIX HECTAHIAPTHBIX 32124
Pe3rome

B crathe 060CHOBBIBaETCS MHTEPEC K PEHICHUIO PA3IMYHBIX HECTaHJAPTHBIX 33]a4 C MO0-
MOIIbIO TTOHSTHUSI TPOU3BOAHOMU, SBIIIOIIETOCS OJHUM M3 3JIEMEHTOB MAaT€MAaTHYE€CKOTO aHa-
nmn3a. [TockonbKy MOHSATHE TPOU3BOJHON MPUMEHSETCSI BO MHOTUX 00JACTSIX HAyKH, 00JIacTH
e€ MpUMEHEHMsI LIMPOKHU. B cTaThe 0Tpa’keHO UCClIeJOBAaHUE HEPABEHCTB, I0KA3aTEIbHO-JIOTa-
pudMUYECKHX U OOPATHO-TPUTOHOMETPUUECKUX (DYHKIUI C MPUMEHEHHEM ITPOU3BOIHOM.

F.F.Aliyev, Z.N.Rahimova, D.M.Gasimzadeh

Application of the derivative to the solution of some non-standard problems
Summary

The article provides explanations of the interest in solving various non-standard problems
with the help of the concept of derivative, which is one of the elements of mathematical
analysis. Since the concept of derivative is applied to many fields of science, its application
areas are wide. The article reflects the study of inequalities, exponential-logarithmic and
inverse-trigonometric functions with the application of derivative.
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